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Chapitre 6R�e
ursivit�eUn sous-programme est dit r�e
ursif lorsqu'il fait appel �a lui-même ou �ades sous-programmes qui lui font r�ef�eren
es. On parle de r�e
ursivit�e dire
telorsque le sous-programme s'appelle lui-même et de r�e
ursivit�e 
rois�ee lorsqueplusieurs sous-programmes s'appellent mutuellement.



92 CHAPITRE 6. R�ECURSIVIT�E6.1 R�e
ursivit�e dire
teCommen�
ons par la r�e
ursivit�e dire
te, �a propos d'exemples divers. La th�eo-risation de 
ette notion ne 
on
erne pas un 
ours d'initiation �a la programmationtel que 
elui-
i.6.1.1 Exemple de la fon
tion fa
torielleIntrodu
tion.- Consid�erons l'exemple, devenu 
lassique, de la fa
torielle. �A unentier naturel n donn�e on asso
ie l'entier, not�e n!, d�e�ni par :n! = n:(n� 1):(n� 2):::::2:1;et en parti
ulier 0! = 1.Un programme it�eratif.- Nous savons programmer 
ette fon
tion sans faire appel�a la r�e
ursivit�e. En g�en�eral il intervient alors au moins une bou
le, ou it�eration.On parle alors de programme it�eratif, par opposition �a un programmer�e
ursif, dans lequel intervient de la r�e
ursivit�e. Le programme it�eratif reposesur le fait que : n! =Qnk=1 k. On a don
 le programme suivant :/* fa
t.
 */#in
lude <stdio.h>int fa
t(int n){int F, k;F = 1;for (k = 2; k <= n; k++) F = F*k;return F;}void main(void){int n;printf("n = ");s
anf("%d",&n);printf("%d! = %d.\n", n, fa
t(n));}



6.1. R�ECURSIVIT�E DIRECTE 93Un programme r�e
ursif.- Le programme r�e
ursif repose sur la d�e�nition r�e
ur-sive suivante de la fon
tion fa
torielle :0! = 1;(n+ 1)! = (n+ 1):n!:Ce
i donne lieu au programme suivant :/* Programme fe
t2.
 */#in
lude <stdio.h>int fa
t(int n){if (n == 0) return 1;else return n*fa
t(n-1) ;};void main(void){int n;printf("n = ");s
anf("%d",&n);printf("%d ! = %d.\n", n, fa
t(n));}Commentaire.- On remarque que le 
orps de la fun
tion fait appel �a la fon
tionelle-même. Nous n'avions jamais dit que 
ela �etait permis jusqu'�a maintenant.Cela est permis dans 
ertains langages de programmation tel que le langage C.Bien entendu 
ela 
omplique l'impl�ementation d'un tel langage mais fa
ilite latâ
he du programmeur.



94 CHAPITRE 6. R�ECURSIVIT�E6.1.2 Autres exemplesExer
i
e 1.- �E
rire deux fon
tions C, l'une utilisant un algorithme it�eratif, l'au-tre un algorithme r�e
ursif, permettant de 
al
uler, l'entier naturel n �etant donn�een entr�ee, la somme des n premiers entiers naturels non nuls.Exer
i
e 2.- �E
rire deux fon
tions C, l'une utilisant un algorithme it�eratif, l'au-tre un algorithme r�e
ursif, permettant de 
al
uler, l'entier naturel n �etant donn�een entr�ee, la somme des n premiers entiers naturels non nuls �a la puissan
e 
inq.Exer
i
e 3.- �E
rire deux fon
tions C, l'une utilisant un algorithme it�eratif, l'au-tre un algorithme r�e
ursif, permettant de 
al
uler, l'entier naturel n �etant donn�een entr�ee, la somme 1:2 + 2:3 + 3:4 + :::+ n:(n+ 1).Exer
i
e 4.- �E
rire une fon
tion C, utilisant un algorithme r�e
ursif, permettantde 
al
uler la puissan
e xn, ave
 x r�eel et n entier naturel.Exer
i
e 5.- �E
rire une fon
tion C, utilisant un algorithme r�e
ursif, permettantde 
al
uler la puissan
e xk , ave
 x r�eel non nul et k entier relatif.Exer
i
e 6.- �E
rire une fon
tion C, utilisant un algorithme r�e
ursif, permettantde 
al
uler le n-i�eme nombre de Fibona

i.Exer
i
e 7.- �E
rire une fon
tion C, utilisant un algorithme r�e
ursif, permettantde 
al
uler le 
oeÆ
ient binomial Cpn, o�u n et p sont des entiers naturels.Exer
i
e 8.- �E
rire une fon
tion r�e
ursive permettant de 
al
uler xn pour x r�eelet n entier naturel en utilisant la d�e�nition r�e
ursive suivante :xn = 1 pour n = 0,xn = (xn2 )2 pour n pair,xn = xn�1:x pour n impair.Exer
i
e 9.- (Fon
tion d'A
kermann)�E
rire une fon
tion C permettant de 
al
uler l'appli
ation A d�e�nie sur N2de la fa�
on suivante :A(0;n) = n+ 1,A(m;0) = A(m� 1;1) pour m non nul,A(m;n) = A(m� 1;A(m;n� 1)) pour m et n non nuls.



6.1. R�ECURSIVIT�E DIRECTE 956.1.3 Le probl�eme de l'arrêtIntrodu
tion.- Il ne faut pas 
roire que tout programme syntaxiquement 
orre
tave
 des appels r�e
ursifs permet de d�e�nir une appli
ation. Consid�erons, parexemple, la pseudo-d�e�nition suivante :IDIOT(n) = IDIOT(n+1) + 1.Il est �evident qu'un programme asso
i�e �a 
ette pseudo-d�e�nition va bou
lerquelle que soit la valeur de n.Une pseudo-d�e�nition par r�e
urren
e �etant donn�ee, il faut don
 d�emontrerqu'elle d�e�nit bien une appli
ation. Ce
i revient �a d�emontrer que, quelles quesoient les valeurs des arguments, le programme s'arrêtera. Ce n'est pas du toutfa
ile pour des programmes assez 
ompliqu�es.Exer
i
e.- Montrer que la fon
tion d'A
kermann d�e�nie 
i-dessus est bien uneappli
ation (d�e�nie sur N2 en entier).Prospe
tive.- Une �etude plus approfondie du probl�eme de la justi�
ation desd�e�nitions par r�e
urren
e fait l'objet d'un 
ours plus avan
�e, 
omme nous l'avonsd�ej�a dit.



96 CHAPITRE 6. R�ECURSIVIT�E6.1.4 Inversion d'une phraseLe probl�eme.- On introduit une phrase au 
lavier se terminant par un point (etne 
ontenant pas d'autre point que 
elui-
i). Le programme doit �e
rire 
ettephrase �a l'�e
ran dans l'ordre inverse.Une session d'utilisation de 
e programme sera, par exemple :�E
rire une phrase:Ce
i est un exemple de phrase.Cette phrase dans l'ordre inverse est:.esarhp ed elpmexe nu tse i
eCUn algorithme it�eratif.- Il suÆt de 
onsid�erer une phrase 
omme un tableau de
ara
t�eres et d'�enum�erer les �el�ements de 
e tableau dans l'ordre inverse.Un algorithme r�e
ursif.- On lit le premier 
ara
t�ere de 
ette phrase. Si 
'est unpoint on l'aÆ
he et 
'est termin�e. Sinon on fait appel �a notre pro
�edure pourla �n de la phrase (qui est un mot plus 
ourt) puis on aÆ
he 
e 
ara
t�ere et 
esera alors termin�e.Un programme r�e
ursif.- Cet algorithme 
onduit au programme suivant pourun 
ompilateur C pour MS-DOS :/* Programme inverse.
 */#in
lude <stdio.h>#in
lude <
onio.h> /* non portable */void inverse(void){
har C;C = get
he();if (C != '.') inverse();elseprintf("\nCette phrase dans l\'ordre inverse est :\n");put
har(C);}void main(void){printf("E
rire une phrase :\n");inverse();}



6.1. R�ECURSIVIT�E DIRECTE 976.1.5 Le tri-fusionIntrodu
tion.- Nous avons d�ej�a vu l'int�erêt du tri de tableaux et un 
ertainnombre d'algorithmes naturels pour r�esoudre 
e probl�eme. Nous allons voir i
iune autre m�ethode de tri, le tri-fusion (merge sort en anglais).Prin
ipe du tri-fusionL'id�ee de d�epart est simple : on s�epare le tableau en deux parties �egales (�a un�el�ement pr�es si le nombre d'�el�ements n'est pas pair), on trie la premi�ere partie,on trie la deuxi�eme partie, puis on fusionne 
es deux parties tri�ees, 
'est-�a-direqu'on prend le plus petit �el�ement du premier sous-tableau, le plus petit �el�ementdu deuxi�eme sous-tableau et on pla
e le plus petit des deux dans le nouveautableau et on re
ommen
e ainsi de suite. Bien entendu pour trier les deux partieson fait de même, 
e qui 
onduit �a un algorithme r�e
ursif. Pour qu'il n'y ait pasde probl�eme d'arrêt il suÆt de remarquer qu'un tableau �a un seul �el�ement estn�e
essairement tri�e.Premi�ere partie de l'algorithmeCe
i nous 
onduit, par exemple, �a la fon
tion suivante, faisant appel �a unefon
tion de fusion, qui trie la partie de tableau 
omprise entre les indi
es a et bin
lus [on ne le fait pas seulement entre 1 et n �a 
ause de l'appel r�e
ursif℄ :/* Fusion.
 */#in
lude <stdio.h>
onst int max = 100;void tri_fusion (int TA[ ℄, int a, int b ){int 
;if (a != b){
 = (a + b)/2;tri_fusion(TA, a, 
);tri_fusion(TA, 
+1, b);fusion(TA, a, 
, b);}}



98 CHAPITRE 6. R�ECURSIVIT�EPrin
ipe de la fusionReste �a �e
rire la fon
tion de fusion. Cette fon
tion a pour arguments untableau TA, d'�elements num�erot�es de 1 �a n, et des entiers a, b, 
 tels que 1 �a � 
 < b � n, les parties du tableau entre a et 
 d'une part, 
+ 1 et b d'autrepart, �etant tri�ees. Cette fon
tion doit 
hanger la valeur du tableau pour que lapartie 
omprise entre a et b soit tri�ee.L'id�ee est de 
onsid�erer 
es deux parties tri�ees 
omme des tas de 
artes tri�ees.On prend la 
arte du dessus dans 
ha
un des tas, on les 
ompare, on met 
ellede valeur la plus petite dans un autre tas, on prend une nouvelle 
arte (s'il enreste) dans le tas auquel elle appartenait, et on 
ontinue ainsi de suite.Deuxi�eme partie de l'algorithme.- Ce
i nous 
onduit, par exemple, �a la fon
tionsuivante :void fusion(int TA[ ℄, int a, int 
, int b){int TB[max℄; /* tas auxiliaire */int i, j, k, l; /* les indi
es respe
tifs de la premierepartie, de la deuxieme partie et du tas auxiliaire */i = a;j = 
+1;k = a;while((i <= 
) && (j <= b)){if (TA[i℄ < TA[j℄){TB[k℄ = TA[i℄;i++;}else{TB[k℄ = TA[j℄;j++;}k++;};/* Si le deuxieme tas n'est pas vide */if (j <= b)for (l = j; l <= b; l++) TB[l℄ = TA[l℄;/* Si le premier tas n'est pas vide */if (i <= 
)for (l = i; l <= 
; l++){TB[k℄ = TA[l℄;k++;}/* On 
opie le tableau auxiliaire dans TA */for (k = a; k <= b; k++) TA[k℄ = TB[k℄;}



6.1. R�ECURSIVIT�E DIRECTE 99Un programme 
ompletCe
i nous 
onduit au programme 
omplet suivant nous permettant de testernos fon
tions :/* Fusion.
 */#in
lude <stdio.h>
onst int max = 100;void fusion(int TA[ ℄, int a, int 
, int b);void tri_fusion (int TA[ ℄, int a, int b );void main(void){int TA[max℄;int n, i;/* Nombre effe
tif d'elements */printf("Entrer le nombre d\'elements du tableau : ");s
anf("%d", &n);/* Saisie du tableau */for (i = 1; i <= n; i++){printf("element numero %d : ", i);s
anf("%d", &(TA[i℄));}/* Tri */tri_fusion(TA, 1, n);/* Affi
hage */printf("Les elements sont, dans l\'ordre 
roissant : ");for (i = 1; i <= n; i++) printf(" %d", TA[i℄);put
har('\n');}



100 CHAPITRE 6. R�ECURSIVIT�E6.1.6 Le probl�eme des tours de Hano��Le probl�emeOn dispose de trois plots et de 64 disques tous de rayons di��erents, per
�esen leur 
entre de fa�
on �a passer �a travers les plots.Au d�epart les 64 disques sont sur le premier plot, rang�es par taille, le plusgrand tout en bas. Le but est de d�epla
er 
es disques pour les amener sur letroisi�eme plot en suivant les r�egles suivantes :- on ne peut d�epla
er qu'un disque �a la fois ;- �a 
haque instant et sur 
haque plot, un disque ne peut être pla
�e qu'au-dessusd'un disque de rayon plus grand.Un algorithme r�e
ursifL'algorithme.- Commen�
ons par g�en�eraliser le probl�eme au 
as de n disques, leprobl�eme initial revenant �a prendre n �egal �a 64.Pour n = 1 
'est fa
ile, il n'y a même pas �a utiliser le plot du milieu : ond�epla
e dire
tement le disque du premier au troisi�eme plot.Supposons que l'on sa
he r�esoudre le probl�eme pour une valeur n et montronsqu'on peut alors le r�esoudre pour la valeur n + 1. En �e
hangeant les rôles desplots 2 et 3, on peut d�epla
er n disques du plot 1 vers le plot 2, en utilisant leplot 3 
omme plot auxiliaire. D�epla�
ons alors le disque restant (le plus grand)du plot 1 vers le plot 3. En �e
hangeant le rôle des plots 1 et 2, on peut �nalementd�epla
er les n disques du plot 2 vers le plot 3.Pr�e
isions sur le 
ahier des 
harges.- �E
rivons un programme qui, �etant donn�eel'entr�ee n, entier naturel non nul, nous donne la liste des d�epla
ements �a e�e
tuerpour r�esoudre le probl�eme, sous la forme :d�epla
er un disque du plot 1 vers le plot 2,le disque en question �etant le plus haut sur le plot.Nous verrons tout �a l'heure pourquoi nous gardons le probl�eme sous sa formeg�en�eralis�ee plutôt que dans le 
as parti
ulier n = 64.La fon
tion fondamentale.- Nous avons vraiment int�erêt �a introduire la fon
tionDEPLACE(N, P, Q, R) qui 
onsiste �a d�epla
er N disques du plot P vers le plotR, en se servant du plot Q 
omme plot interm�ediaire.



6.1. R�ECURSIVIT�E DIRECTE 101Impl�ementationUn programme.- Ce
i nous 
onduit au programme suivant :/* hanoi.
 */#in
lude <stdio.h>void depla
e(int n, int P, int Q, int R){if (n == 1){printf("Depla
er un disque du plot %d", P);printf(" vers le plot %d\n", R);}else{depla
e(n-1, P, R, Q);depla
e(1, P, Q, R);depla
e(n-1, Q, P, R);}}void main(void){int n;printf("Entrer le nombre de disques : ");s
anf("%d", &n);depla
e(n, 1, 2, 3);}Un exemple de session.- Pour n = 3 on obtient :Entrer le nombre de disques: 3D�epla
er un disque du plot 1 vers le plot 3D�epla
er un disque du plot 1 vers le plot 2D�epla
er un disque du plot 3 vers le plot 2D�epla
er un disque du plot 1 vers le plot 3D�epla
er un disque du plot 2 vers le plot 1D�epla
er un disque du plot 2 vers le plot 3D�epla
er un disque du plot 1 vers le plot 3



102 CHAPITRE 6. R�ECURSIVIT�EComplexit�e�Evaluation de la 
omplexit�e.- Soit d(n) le nombre de d�epla
ements de disquesn�e
essaire pour r�esoudre le probl�eme des tours de Hano�� �a n tours, suivant notrealgorithme. On a �evidemment d(1) = 1 et d(n + 1) = 2:d(n) + 1. Il n'est pasdiÆ
ile de d�emontrer par r�e
urren
e que :d(n) = 2n � 1:Exer
i
e.- 1o) En supposant que l'on d�epla
e un disque par se
onde, quel est letemps n�e
essaire pour r�esoudre le probl�eme initial?2o) Même question si on 
onsid�ere que le d�epla
ement d'un disqueest une op�eration �el�ementaire sur le plus gros ordinateur a
tuel.3o) En supposant qu'on puisse �e
rire 40 lignes sur une page, 
ombienfaut-il de pages pour imprimer le r�esultat? Quelle sera la hauteur du listing, ensupposant que 200 feuilles ont une �epaisseur d'un 
entim�etre?



6.2. R�ECURSIVIT�E CROIS�EE 1036.2 R�e
ursivit�e 
rois�eeIntrodu
tion.- La possibilit�e de d�e
larer une fon
tion sans la d�e�nir prend toutson int�erêt �a propos de la r�e
ursivit�e 
rois�ee. En e�et une fon
tion ne peut êtreutilis�ee qu'�a 
ondition qu'elle ait �et�e d�e�nie (ou d�e
lar�ee) or, dans le 
as de lar�e
ursivit�e 
rois�ee, on ne pourrait pas s'en sortir juste �a l'aide des d�e�nitions.Un exemple.- Consid�erons les trois suites d'entiers naturels (un)n2N , (vn)n2Net (wn)n2N d�e�nies par r�e
urren
e simultan�ee de la fa�
on suivante :u0 = 1;v0 = 2;w0 = 3;un+1 = 2:un + 3:vn + wn;vn+1 = un + vn + 2:wn;wn+1 = un + 4:vn + wn:Nous voudrions un programme qui demande une valeur de l'entier naturel n etaÆ
he alors les valeurs de un, de vn et de wn.Exer
i
e.- �E
rire un programme C it�eratif qui e�e
tue 
e qui est demand�e.Un programme r�e
ursif.- Un programme r�e
ursif est, dans 
e 
as, plus naturelqu'un programme it�eratif. On a, par exemple :/* Programme suite.
 */#in
lude <stdio.h>int U(int n);int V(int n);int W(int n){if (n == 0) return 3;else return(U(n-1) + 4*V(n-1) + W(n-1));}int U(int n){if (n == 0) return 1;else return(2*U(n-1) + 3*V(n-1) + W(n-1));}int V(int n){if (n == 0) return 2;else return(U(n-1) + V(n-1) + 2*W(n-1));}void main(void){int n;printf("Entrer un entier : n = ");s
anf("%d",&n);printf("\nu(n) = %d, v(n) = \%d, w(n) = %d\n",U(n), V(n), W(n));}



104 CHAPITRE 6. R�ECURSIVIT�EHistoriqueLa r�e
ursivit�e n'�etait pas disponible dans les premiers langages (�evolu�es).Bien entendu elle peut être �emul�ee dans tout langage. Le premier langage danslequel la r�e
ursivit�e est �emul�ee r�eguli�erement est le langage IPL de Newell, Shawet Simon.Le premier langage �a fournir un m�e
anisme automatique pour la r�e
ursivit�eest le langage LISP (�n des ann�ees 1950). Algol 60 et ses su

esseurs (Pas
al, C,Modula-2 et ADA) permettent tous la r�e
ursivit�e, 
omme beau
oup de langagesmodernes.M
CARTHY, John & al., Lisp 1.5 Programmer Manual, M.I.T. Press, 1962.Newell, A. (Ed.), Information Pro
essing Language-V Manual, Prenti
e-Hall, 1961.


